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Comenzaremos este artículo con el concepto de división euclídea o entera. 
Proposición: Dados 
brconrcbaquetalrcbconba  ,0,
. 
Definición: 
Se llama división euclídea ó entera a la operación consistente en calcular los dos números c y r que verifican 
la proposición anterior, llamados respectivamente cociente y resto. 
Observación: A diferencia de la división en el conjunto de los números naturales, en el conjunto de los 
números enteros el resultado no es único, en general existen dos resultados uno por defecto y otro por exceso.  
 
Ejemplo: 14729   (el cociente es por defecto) 
   34829   (el cociente es por exceso) 
Podemos obtener unicidad en el resultado, imponiendo el signo del resto. 
 
1. DIVISIBILIDAD EN   
Definición: Dados dos números enteros a  y b  se dice que a  es divisor de b  (y se escribe 
ba
) si c  
con cab  . En este caso también se dice que b  es divisible por a  ó que b  es múltiplo de a  (que 
denotamos como 

 ab ). 
Propiedades: 
 
a) Si 
b0  necesariamente 0b . 
b) Propiedad reflexiva: 
bbbbbbb  ,1,1,:
. 
c) Propiedad antisimétrica: Si 
abyba
 se concluye que ba   ó ba   
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d) Propiedad transitiva: Si 
cbyba
, entonces 
ca
 
e) Si 
1b
, entonces 11  bób  
f) Cualquier número es divisor de cero: 
0:aa 
. 
g) Si 
cayba
, entonces 
cbaycba 
. 
h) Siempre se tiene que 
cbb 
. 
i) Si 
ba
, entonces 
cba 
. 
j) 
baba 
. 
k) Si 
ba
 y 0b , entonces: 
ba 
. 
 
Observaciones: 
 Dado un número entero 0a , el conjunto de todos sus divisores, que denotaremos  aD  está 
formado por un número finito de elementos. 
 Cualquier número entero es divisible por 1, por 1 , por sí mismo y por su opuesto. 
Definición: Se dice que un número entero a  es primo, si tiene exactamente cuatro divisores, es decir, 
   aaaD  ,,1,1 . 
Notas:  
 
 
primoesaprimoesa   (ya que tienen los mismos divisores). 
 
1,1,0   no son números primos porque no tienen cuatro divisores. 
 
Teorema (de Euclides) 
Sean ba, , tales que p  es primo y que 
bap 
. Entonces: 
bpóap
. 
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Demostración: 
Sea 
 0,  nampynmnampH
.  
Sea Hk  con valor absoluto mínimo entre los elementos de H . 
kryrkcaquetalrck  ,0
. Entonces: kcar  . 
Como k  es de la forma namp  , entonces vemos que  
      mpnacmpncanampcakcar  1  es de la misma forma. 
Como k  es de valor absoluto mínimo de H  y 
Hrkr 
 
akadedivisoreskkcar
mpnar


0
. 
Análogamente se demuestra que k  es divisor de p . Y como p  es primo, entonces: ppk  ,,1,1 . 
 Si ppk  ,  tenemos que 
kp
 y como 
apak
Transitiva

 
 En caso contrario tenemos que namp 1 . Entonces: 
  bpbbanpmbpnabmpbp
nabpabp
mpbp







1
 
 
Proposición: Sea a  un número entero distinto de 1,1,0  . Entonces a  es primo o producto de primos. 
 
Demostración: Por inducción sobre el valor absoluto de a . 
 Si 
222  aóaa
 que son números primos. 
 Supongamos el resultado cierto para cualquier número entero que tenga valor absoluto menor que 
a
. 
 Si a  es primo el resultado es cierto.  
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Si a  no es primo 
.1,1,,  aamconam
 
an
amaam
nmanmaquetalnam
,1,
,11,1,,







 
Luego nm,  tienen valor absoluto menor que el de 
Inducción
deHioótesis
a   ambos pueden ponerse como producto de 
números primos, o son primos. 
 
sk
jisk
qqqpppnma
primosqpconqqqnpppm


2121
2121 ,;


, que es producto de número primos. 
 
Proposición: La descomposición en factores primos de un número entero es única (salvo cambios de signo de 
los factores). 
Demostración: Sea a  un número que no es primo, ya que si a  es número primo es trivial. 
Sea kr
qqppa  11  . Entonces: i
EuclidesdeTma
k qpqqap 111    para algún i . 
iq  es primo ii
qqp  ,,1,11 . Como 1 y -1 no son primos, necesariamente ii
qqp  ,1 , con lo que 
podemos eliminar estos dos factores y repetir el proceso. 
 
Consecuencia: Cualquier número entero puede ponerse de manera única en la forma 
kn
k
nn
pppa 21 21   donde 1  y kpp ,,1   son números primos positivos. 
Observación: Sean 
kn
k
nn
pppa 21 21   y 
km
k
mm
pppb 21 21    donde si algún factor ip  primo 
no aparece en las factorizaciones de a  o de b , se representa con exponente cero. Entonces 
kk mnmnab  ;;11  . 
 
2. MÁXIMO COMÚN DIVISOR Y MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO DE ENTEROS 
Observación: Dados dos números enteros  a  y b , el conjunto de los divisores comunes    bDaD   es un 
conjunto finito, luego tendrá un elemento máximo. 
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Definición: Se llama máximo común divisor de a  y b  y se representa por  baDCM ,..  al mayor elemento 
del conjunto    bDaD  . 
Nota: Para calcular el DCM ..  de dos números a  y b  se considera la descomposición en factores primos de 
ambos: 
Sean 
kn
k
nn
pppa 21 21   y 
km
k
mm
pppb 21 21    y  baDCMd ,.. . 
Para que d sea el máximo común divisor hace falta que sus exponentes sean menores o iguales que los de a  
y b  y que sean lo más grandes posibles. Haciendo 
 iii nmr ,min  se tiene que 
kr
k
rr
pppd 21 21   y se 
concluye que      dDbDaD  . 
Observación: Dados dos números enteros  a  y b  el conjunto de los múltiplos positivos comunes 
   bMaM    es un subconjunto de los número naturales. Por el Principio de Buena Ordenación este 
conjunto tiene un elemento mínimo. 
Definición: Se llama mínimo común múltiplo de a  y b  y se representa por ),(.. bamcm  al elemento mínimo 
de    bMaM
  . 
Nota: Análogamente al cálculo del  baDCM ,..  se tiene que el ),(.. bamcm  se obtiene poniendo a los 
factores primos el mayor exponente de los que aparezcan. 
Proposición:  
Dados dos enteros  a  y b  se tiene la igualdad 
  babamcmbaDCM  ),(..,..
. 
Demostración: 
 Sean 
kn
k
nn
pppa 21 21   y 
km
k
mm
pppb 21 21    con ,1,   primospp k,,1   
 
Sean 
    iiiiiiiiii srnmkinmsynmr  ,,1,max,min  .  
Entonces: 
 
 
  kk
kk
kk
nm
k
nmnm
sr
k
srsr
s
k
ssr
k
rr
pppbamcmbaDCM
pppbamcmbaDCM
pppbamcmpppbaDCM








2211
2211
2121
21
21
2121
),(..,..
),(..,..
),(..;,..
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Como 
   bamcmbaDCMpppba kk nmk
nmnm
,..,..2211 21 

 
 
Tomando valores absolutos se tiene el resultado: 
   bamcmbaDCMpppba kk nmk
nmnm
,..,..2211 21 
 
 
 
Proposición: Identidad de Bezout 
Sean ba,  y  baDCMd ,.. . Entonces  nm,  con nbmad   
 
Demostración: 
Sea 
 0,  nbmaynmnbmaH
. Sea x  el mínimo de H  
 
Como 
  xdxnbmad
nbdbd
madad
baDCMd
xd












0,
,..
. 
Por otro lado, como 
xrconrxkaquetalrkax
EuclideaDivisión
 ,,
 y podemos además tomar 
0r . Como nbmaxHx  , . Así,  xkar  
      nbmarknbkmanbkmakanbmakar  1 Es decir, r  
tiene la forma de los elementos de H . 
Pero como 
xr 
 y   xkarHrHx  0min . 
Análogamente podemos hacerlo con b. 
Entonces tenemos que: 
         dxdbDaDxbDaDxbxyax 
. 
Luego nbmaxd   
Proposición: Sean cba ,,  con rcba  . Entonces:    rbDCMbaDCM ,..,..  . 
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Demostración: Bastará probar que        rDbDbDaD   
)  Sea 
    









 rcbak
cbkbk
ak
bDaDk
 
 
 
   rDbDkrDkrk
bDk


 
Como esto es cierto para cualquier elemento de    bDaD  , se tiene que        rDbDbDaD  . 
)  Sea ahora 
    







 
 arcbk
rk
cbkbk
rDbDk
 
 
 
   bDaDkaDkak
bDk


 
Como esto es cierto para cualquier elemento de    rDbD  , se tiene que        bDaDrDbD  . 
 
Luego:        bDaDrDbD  . 
 
Nota: Como   0D , se tiene que         aaDCMaDDaD  0,..0 . 
 
Observación: 
Resumiendo tenemos un procedimiento para calcular, M.C.D de dos números sin necesidad de hacer su 
descomposición factorial, se trata del algoritmo de Euclides: 
- Se divide el mayor de los dos números entre el menor. 
- Se divide el divisor de la división anterior entre el resto. 
- Se repite la división entre el último divisor y el último resto hasta obtener resto cero. 
- El máximo común divisor es el divisor de la última división. 
- Para calcular el mínimo común múltiplo se multiplican los dos números y se divide el resultado entre el 
máximo común divisor calculado anteriormente. 
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Regla práctica: Calcular el  baDCM ,..  y el  bamcm ,..  
 
cocientes 
1q  2q  3q  
…… 
1nq  n
q
 1n
q
 
a  b  1r  2r  
…… 
2nr  1n
r
 
 baMCDrn ,  
1r  2r  3r  4
r  
…… 
nr  
0   
 
 
 baDCM
ba
bamcm
,..
,..


 
 
Ejemplo:  72,15.. DCM  y  72,15.. mcm  
 
 4 1 4 
72 15 12 3=
 72,15.. DCM  
12 3 0  
    
  372,15.. DCM  y 
  360
3
7215
72,15.. 

mcm
 
 
3. CONGRUENCIAS 
Definición: Sean ba, . Se dice que a  es congruente con b  módulo p , y se escribe  pba mod  si 
bap 
. 
Proposición: 
a  es congruente con b  módulo p    al dividir a  y b  entre p  los restos resultantes son iguales. 
Demostración: 
)   pba mod . Dividiendo b  entre p  se tiene rpcb  . 
Pero como  pba mod  se tiene que  kbap  tal que: 
  pkrpcapkba  . 
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Entonces:     rpkcpkrpcbaba  , luego al dividir a  entre p  se obtiene el 
mismo resto. 
 
)  Supongamos ahora que en ambas divisiones se tiene el mismo resto: 
   pbabappccba
rcpb
rcpa
mod





 
 
Proposición: La relación de congruencia es una relación de equivalencia. 
 
Demostración: 
Reflexiva: 
 paaaapp mod0: 
 
Simétrica: Si 
   pababppba modmod 
 
Transitiva:  
 
 
 
     pcacacbbap
cbppcb
bappba
mod
mod
mod






 
 
Definición: El conjunto cociente se denota por  p

. 
Nota: Como todos los conjuntos cocientes está constituido por clases de equivalencia. Cada una de estas 
clase se representa escribiendo entre corchetes uno de los representantes. El representante más sencillo es el 
resto común de todas las divisiones entre p . Así,  
      1,,1,0  p
p

, que es un conjunto formado por 
p  elementos. 
Definición: Se definen en  p

 dos operaciones, que están bien definidas: 
Suma:      baba   
Producto:      baba   
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Nota: Con estas operaciones se verifican las propiedades de anillo conmutativo y unitario. 
Proposición: Sea p  un número entero no nulo. Entonces son equivalentes: 
a)  p

 es un cuerpo. 
b)  p

 es un dominio de integridad. 
c) p  es primo. 
Demostración: 
)ba  
Supongamos que  p

 es un cuerpo, y sean 
     pba
,
 tales que      0 ba . 
Si 
             10 
 aaquetal
p
aa 
. 
Entonces:                  001  abaabb  
)cb  
Supongamos ahora que  p

 es un dominio de integridad y sea a  un divisor de  bp  con 
bap  . 
Pero 
         
 
       0000
.


bóababapppp
IDesp
 
 Si 
   
1,1,
00




bppa
pa
aapa
. 
 Si 
   
1,1,
00




appb
pb
bbpb
. 
Luego p  es primo. 
)ac  Supongamos que p  es primo y sea        0 aquetalpa . Entonces p  no divide a a . Luego 
  1,.. paDCM . Por la Identidad de Bezout 
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      mamapnpnpmaquetalnm 111,
    adeinversom . Luego 
 p  es un cuerpo. 
Definición: Se llama i-ésimo resto potencial de b  módulo p , al resto i
r
 que se obtiene al dividir 
ib  entre 
p . 
Ejemplo: Los restos potenciales de 5  módulo 3  son: 
 
 
05  3   
15  3   
25  3   
35  3   
45  3 
1 0   2 1   1 8   2 41   1 208 
  
   
1or          21 r        12 r       
23 r          14 r  
Propiedades: Los restos potenciales tienen las siguientes propiedades: 
a) 
10 r  
b) Si 
00 1  ii rr  
c) 
 prbr jj mod1  
d) Si 
  krrrr kjkiji  
Comentario: 
La principal aplicación de la teoría de congruencia es su empleo en el estudio de la divisibilidad. 
Evidentemente 
     pennnp
 0
. 
Dado el número 011
aaaan kk  , expresado en base b, se trata de ver qué condiciones han de verificarse 
para que sea divisible por p . 
k
k babaan  10  será múltiplo de p , si      penn 0 . 
Tenemos que: 
                       kkkkkk raraararaababaan   11011010  
Entonces:  
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kk rararapnp 

11
1
00
 
 Luego una vez calculados los restos potenciales bastará con aplicar la fórmula. 
4. REGLAS DE DIVISIBILIDAD 
Tomamos base decimal  10b  y veamos algunas reglas de divisibilidad entre p : 
Sea 3p : En este caso: 
10 r ;  3mod11011 r ; como jrrr j  1110 . 
Así, k
aaasin  1033 . 
Es decir, un número es múltiplo de 3  si lo es la suma de sus cifras. 
Sea 5p : En este caso 
10 r ;  5mod01011 r ; como 1001  jrr j . 
Así, 0
55 asin
. 
Es decir, un número es múltiplo de 5 si lo es su última cifra. 
Sea 7p : En este caso 
10 r ;  7mod31011 r ;  7mod23102 r ; 
 7mod162103 r ;  7mod346104 r ;  7mod254105 r ; 16 r ; como 
11 606   jrrrr jj . 
Así:
   11109876543210 2323232377 aaaaaaaaaaaasin  
5. CONCLUSIÓN 
El estudio de la divisibilidad es muy importante, ya que es necesaria en múltiples áreas de las matemáticas, 
por ejemplo, el cálculo del mínimo común múltiplo de varios números es muy útil para poder sumar y restar 
fracciones con distinto denominador.  ● 
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